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油圧駆動系動作方程式のレイリ一方程式近似
大住 剛， 松本 幸生， 高瀬 博文， 加納 政雄
1 . 緒 吾吾Eヨ
代表的 な 油圧駆動系 に お い て ， 低速度駆動 に 生 ず る ス ティック ス リ 7 プ現象 は良 く 知 ら れて いる? (2)
また ， こ の現象 に 対 し て 自 励振動 モ デ ル に よ る説明 も 行 わ れて い る ? これ ら の 文献に よ る と ， こ の振
動 に 関 与 す る も の は 主 に 油圧駆動系の摺動摩擦特性 と 流量調節弁の負荷一流量特性であ る こ と は 明 ら
かであ る 。 し か し ， 文献(3) に よ る と ， ス ティック 部 の な い 振動 の 生ず る こ と が述べ ら れて い る 。
本報で は ， 油圧流量調節弁 と し て圧力補償型 の 流量調節弁 を 使用 し ， 摩擦特性 を 3 次関 数 と 大 き く
近似す る こ と に よ り， 負荷の動 き を レ イ リ一方程式 に 近似 で き る こ と を 示す。 さ ら に ， こ の解 曲線 の
結果 は静摩擦 と 境界潤滑摩擦 を 伴 う 著しい非線形的 な 摩擦特性 に お け る 自 励振動及 びス ティック 部 の
な い振動 を も 説明 し 得 る 可能性のある こ と を 述べ る 。
2 . 油圧駆動系の動作方程式
サ ー ボ、弁 と 直動型 の操作シリン ダ ー を 使った代表的 油圧駆動系は図 l の よ う に表わ さ れ る 。 油圧i原
か ら 一 定圧九 に 調 節 さ れ た 圧油 は ， サ ー ボ弁 を 経て 操作シリン ダ ー を 動 か し 負 荷 を 移動 さ せ る 。 負
荷 は 質量 を 有 し ， 移動台 は摺動摩擦が存在す る た め ， ピ ス ト ンの負荷 と して慣性力 と 摺動摩擦が作用
す る こ と に な る 。 し た がって ， こ の場合の動作方程式 は 文献(1 )又 は(3) に 示す通りであ る 。
こ の駆動系 に お い て ， サ ー ボ弁 と し て圧力補償型 の 流量調節弁 を 使用 し た系 を 示す と 図 2 の よ う に
なり， 本報では こ の駆動系 を 対象 と し て 動作方程式 を 導 く こ と に す る 。
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図l 池圧駆動機構 図 2 油圧駆動機構(圧力補償型流量調節弁使用)
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ピストンがシリンダー内の中心にあり左方向に動く場合を考えると 導管を通過 する流量 Qはピス
トン変位zと圧力pの間に次の関係が得られる。
Q(O) = A(dxldt) + αG(dpldt) 
) 唱-A( 
ここで， Aはシリンダー断面積， Gは調節弁出口からピストンの左側に含まれる油の容積， αは圧
縮率を表わす。 圧力補償型の流量調節弁では， 流量 Qは供給圧九又は弁の出口の圧力pに無関係で
弁の開度。のみの関数と考えてよい。
次に，系の慣性負荷を含む可動部の運動方程式を導く。ピストンに接続した質量を Moとし，(dxldt) 
の関数である摺動部摩擦力を 1 { (dx Idt) } で表わすと運動方程式は
Mo(d2xldt2) +1 { (dxldt) } = A(PI-P2) (2) 
となる。
弁出口からシリンダーに至る右側の導管の圧力隆下(P-PI)お よび左側シリンダーからタンク間の
圧力降下旬2一0)は， 油による慣性力と粘性による摩擦損失
(1)の和とすると
P-PI = P2一0 = { 8πνrLcl (A/g) } A (dx Idt) + (YLcAc/g) A (d2x Idt2) 
= { Me/(2A) } (d2xldt2)+ { F/(2A) } (dxldt) (3) 
となる。 ただし， Me = (2A2/A/) ( YLcAc/g)， F = 16πJJyLcA 2 I (Ac 2g)， ν : 油の動粘度， y 油の比
重量とする。
式(2)に式(3)を代入し， 整理すると
M(d2xldt2) +1 { (dxldt) } +F(dxldt) = Ap 
となる。 ただし， M = MO+Meとする。 式(1)および式(4)を書き換えると
dpldt = { A/( ßG) } { Q(θ)/A一(dxldt) } 
(4) 
(5) 
d2x Idt2 = (A/M) [p-(f { (dx Idt) } + F (dx Idt)] I A] (6) 
となる。 式(5)において， 圧力補償型の流量調節弁を使っているので Q(θ) IAは弁の開度によって決
まる定数と考えられる。 また， 式(6)における(f { (dxldt) } +F(dxldt)]/A はパイプ内の粘性抵抗を
含む全摩擦特性と定義することができ， (dxldt)の関数である。
全摩擦特性は実験によると， 図 3 に示すような 4.0 
dxldt= O近傍で急激な微係数変化をする特性を
有する。 これを大きく近似して 3次関数と仮定す
る。 近似のあてはまらない部分， 特に速度の大き
いところで摩擦特性が極値を持 たないほど微小な
微係数で非対称な関数であるにもかかわらず 3次
関数にした点が問題であり， これが本報の検討課
題の一つであり， 後ほどこの点について検討をお
こなうことにする。 すなわち，
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図 3 摩擦特性
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とすると， 式(6)は次式となる。
d2xldt2 = (A/M)白一 { a+b(dxldt) +c(dxldt) 2+d (dxldt)3 f) (6) ， 
ここで， (dxldt)およ"(J' p を式(7).式(8)のように 置き換えて， t，ε， ßを式(9)のように定義すると，
式(5)と式(6)' を V， P に関する式(10)， 叫 に 置き換えられる。
dxldt-Q(θ)/A =イー{b+2c(Q(θ)/A) +3d (Q(O)/A)�} 1(3d)・V (7) 
p = {a+b(Q(O)/A)+c(Q(θ)/A)2+d (Q(O)/A)3} IA 
-.j-{b+c(Q(O)/A)+3d(Q(θ) 1 A) � } M I  (3dαG)・P (8) 
t = αGM/A2・r ， 
ê - αG I (A2M)・{b+2c(Q(O)/A)+3d(Q(O)/A)2} H9) 
ß = ({ c+3d(Q( O)/A)} (3d))・3dl (一{b+2c(Q(O)/A)+3d(Q(θ) 1 A) 2 }) J 
すなわち， V， P に関する式は次のようになる。
dPldr = V 
dVldr = d 1- ßV-V2/3)V-P 
式加�， 式(11)を P について 整理すれば， レイリ一方程式， 式(12)又は式(12)' が得られる。
d2Pldτ2 =ε { dPldτ- ß (dPldr) 2ー(dPldr)313 } -P 
d2Pldr2 = ê { d- ßV2ーV3/3 } -P 
(10) 
ω 
(12) 
(12) ， 
全摩擦特性の 3 次関数 p= a + b (dx Idt) + c (dx Idt) 2 + d (dx Idt) 3の 極値および変曲点を与える
(dxldt)は それぞれ
(dxldt) 1，2 = { -c土dて扇面 } 1 (3d) および， (dxldt)=-cl(初)
である。 これらの値を式(7).式(8)に代入すると式。1)の3次関数 P =ε( 1- ßV-V2 13) V の極値を与え
る V の値は V1，2 = - ß土Jß2+ 1， また変曲点を与えるVの 値は V =- ßに一致することがわかる。
また， 式(7)， 式(8)より(dxIdt)の増加は Vの 減少となり， pの増加は Pの 減少となることがわかる。
したがって， 式(5).式(6)' の p-(dxldt)位相平面上の解曲線の検討は極値と変曲点が一致した3次曲線
を持つ式(削，式(11)の P-V 位相平面上の解曲線を検討することと一致し， 解曲線の 時間的 経過の方向
が反対であることがわかる。
3 . 位相平面上の解曲線
前章で述べた pと P， (dxldt)と V の関係， 3次関数 a+b(dx Idt) +c (dx Idt) 2+d (dx Idt) 3と(l- ß
V-V2/3)V の極値， 変曲点の関係を考慮すると， 式(5).式(6)'の位相平面 p-(dxldt)と式倒，式。1)の位
相平面 P-V の解曲線の関係は対応する。
式倒 ， 式仙の解 曲線を 図 4 (a)の P-V位相平面によって考えると， 式倒 において dPldr = V = 0 
よりP軸上では 時間による変化がない。 また， 第 1象限と第4象限では P が 増加し， 第2象限と第3
象限では Pは 減少する。 また，式(11)より P = ê( 1- ßV-V2/3)V 上ではVの 時間 変化がない。 P>ê( 1  
- ßV-V2/3)Vでは 時間の 経過により Vは 減少し， P<ê ( 1- ßV-V2/3)VではVは増加する。
以上の関係より解曲線の 様子は 図 4 (a)のようになる。 同様 の 考え方により p-(dxldt)位相平面上
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図4(b) p-(dxldt) 位相平面
での解曲線の対応は図 4 (b)となる。
本章ではP-V位相平面上 での解曲線を検討する
ことにより， 一航的な レイリ一方程式の解曲線を検
討する。この位相平面方程式，式側と式制 より(E， ß) 
の組合せによって解の性質が決まる。 そこで， この
(E， ß)をパラメータとし周期解(リミットサイクル)
をデジタル計算機を使ってルンゲ・ クッタ法により
計算し， 周期解の Vm師とVmin を求め， dV/dr =O 
となる 3次曲線p =ε(l-ßV-V2/3) Vの極 値を与
えるV1，2=- ß I ..jß2芋Iと共に図 5 に示し， それ
らの大小関係を検討する。 この大小関係を検討する
ことにより， 計算した周期解が必要とする 3次曲線
のVの範囲がわかる。 特に， 3 次曲線が極値をとる
Vl ， V2の範囲を必要とするかどう か又は 2 つの極
値を持つ特性を必要とするか否かがわかる。
図は 横軸にpを縦軸に周期解(リミットサイクル)
のV柵ぽとV隅 をE をパラメータとして示す。 図 よ
り周期解の性質は原点に対して点対称であり， ß ?;
0の範囲を考えれば ß <Oの場合はV糊zとV間"が
反対となったことを想定すればよい。 pの増加につ
れてV棚Xは次第に増加し，Vl より大きいことがわ
かる。 一方 ，V欄間の絶対値は Fの増加により増加し， 戸の大きいところではE に関係なくなる。 また，
Fの小さい所ではV刑制の絶 対 値がV2の絶 対値より大であることがわかる。 このようにV1とV剛山
V2とV隅聞の大小比較から， (ε， ß)の組み合わせによって解曲線のVの振幅と3次曲線の極 値との関
係が良くわかる。
図5 解曲線の振幅の最大値と最小値
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例えば， ß = 2.5， f: = 1. 0の 場合， Vmaxキ3.2， Vm閉キ 7. 8に対し V1= 0.2， V2= -5.2 であ
る。 したがって， V間町>V 1， Vmin<V 2 とな って 3次曲線の極値を含んだ周期解を描く。 しかし， f: 
= 0.1 とすると Vmaxキ 2.1， Vm附キー2.1 であるので， V削x>V1， Vmin>V2 となり Vmaxは極値の外
にあるがVm間は極値の内側にある状態 となる。 このように， (f:， ß)の組み合わせにより周期解が特
性曲線( 3次曲線)の極値を必要とするか否かが図 5 からよくわかる 。
そこ で， ß = 2.5 としE を変化した周期解を位相平面上 に表示したものを 図6に示す。 図のように，
f: = 0.1， 0.2 の場合3次 関数のlつの極値のみを含ん でいた周期解がE が増加した f: = 1. 0 では 2
つの極値を含んだ周期解となる。こ の場合の V- rの関係の 1 例を 図 7 (a)(b)に示す。 図 より f: = 0.1 
の 時は正弦波に近い波形になるのに対し， f: = 1. 0 となると弛張的な波形となる。
f: = 0.1 と一定とし， ßを変化した位相平面上の周期解を 図 8に示す。 図 より Fの増加により， 3 
次曲線の極値を 1つ含ん でいたものが， ß = 6. 0 では 2 つの極値を含む周期解となる。この場合も，
1つの極値を持つ関数および 2つの極値を持つ関数を特性曲線とする周期解が存在するこ とがわかる。
4. 2 2次曲線による周期解の検討
図6， 図 8 において V2<Vm間の周期解が(ε， ß) 
2..0 
の組み合わせにより存在するこ とを例示した。 そこ
で， 極値が1つ存在する関数として， 周期解のVの
〉
〉
-2.0 
-4..0 
-6..0 
-8..0 
図6 周期解(f:の影響)
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図7(a) V-rの関係(f:=0.1，β=2.5) 
図7(b) V-rの関係(f:=1.0，β=2.5)
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図8 周期解(ßの影響)
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図10(a)解曲線
範囲内のみが 3次関数と一致する 2次曲線を考え，
周期解の存在と解の形 を 図6と 図 8 の(ê， β)につ
いて検討することにする。
図9 解曲線(2次関数による特性曲線)
図100b)解曲線
例えば， 図6のê = 0. 1， ß = 2.5 の周期解のVの振幅の範囲内での3次関数を 2次関数に近似し
解曲線を計算すると， 図 9 のように解曲線は不安定となり周期解は得られない。 そこで， dPl dV>O 
の領域で種々の dPl dVが一致する直線を接続した特性曲線を考える。 この特性曲線に対して 図6， 図
8の極値を 1 つ含む場合に対応する解曲線の幾っかを 図 10(aXb)(c)に示す。 図中， dPl dVが小さいほど，
P， Vの振幅の小さな周期解となる。
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P Ip dP/dV 0.0 
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図11 解曲線
図1αc)解曲線
式(7)，式(8)によると， (dxldt)が小のときにはVが
大となることより 図 3 のA部の(dxldt) = 0 の近傍
における摩擦特性の急激な変動の様子を 図 10に対応
させ得ることができる。 そして 図 10の周期解の存在
が 図 3 の A部の(dxldt) = 0の近傍での周期解の可
能性を表わすものと考えられる。 図 3 は極値がlつしか存在しないか， 2つ存在しても 1 つは近似的
にないと考えられる特性で， 必ずしも 3次関数と近似し難く， 図6， 図 8 および 図 10(a)(b)(c)の解曲線
の存在は 図 3 の摩擦特性における(dxldt)ニOの近傍における周期解の存在を裏付けることとなる。
また， これらの周期解より， スティック部のない単なる振動の可能性をも意味すると考えられる。 図
3 の Q(θ) I A を大きくしたB部では， 平衡点での(dxldt)の微係数 d2xldt2は零か正であり， その値
は非常に小さい。 図 1 1はこの部分に相当する解曲線で， dPldV = 0. 0， -0. 1， -0.2 の場合を示す。
dPldV = 一0.2 の場合が 0.0の場合に比べて， 周期解の振幅が小さい。 この解曲線の中にはやはり
スティック部のない単なる振動を示すものがある可能性がある。
5 . 結 言
油圧駆動系の動作方程式は圧力補償型の流量調節弁を使用すれば， 摩擦特性を速度の3次関数と仮
定することにより， レイリーの方程式で表わされることが導けた。 このレイリ一方程式の解曲線を検
討することにより， 周期解の振幅と特性曲線である 3次関数の極値の大小関係が検討できた。 それに
よると， 3次関数は極値を 2つ持つ次数の最低の関数の代表として使用しているが， 極値が 1 つであ
っても解曲線が得られることがレイリ一方程式の(e， 戸)に対する検討からわかった。 したがって，
摩擦特性は 2つの極値を持つものと考える大胆な定性的近似をおこなったが， 比較的摩擦特性に近い
1つの極値を持つ 曲線を特性曲線と考えることによっても， 周期解の存在が可能であることがわかっ
た。 さらに， この摩擦特性において， スティック部のない単なる振動も存在する可能性があることが
わかった。
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Rayleigh Equation Approximating Equation 
of Motion in Hydraulic Drive System 
Tsuyoshi OHSUMI， Yukio MATSUMOTO 
Hirofumi T AKASE， Masao KANOH 
In a hydraulic drive system， stick-slip motion at low speed of operation is well known. In­
cidentally， in reference (3)， it is shown that there is a vibration without stick part. 
In this report， in the hydraulic drive system using a pressure compensated flow control 
valve， the equation of its motion is approximately reduced to Rayleigh equation on the assump­
tion that the friction characteristic is a third order function approximately. Then， it will be 
possible to explain the existence of the vibration without stick part， judging from its solution 
curves. 
[英文和訳]
油圧駆動系動作方程式のレイリ一方程式近似
大住 剛， 松本 幸生， 高瀬 博文， 加納 政雄
油圧駆動系 に お い て， 低速駆動 に 生ず る ス テ ィッ ク ス リ ッ プ動作 は良 く 知 ら れて い る 。 また， 文献
(3) に よ る と ， ス テ ィッ ク 部 の な い振動が生 じ る こ と が示 さ れて い る 。
本報で は， 圧力補償型流量調節弁 を 使用 し， 摩擦特性 を 3 次 関 数 と 近似 的 に仮定す る と ， 動作方程
式 は レ イ リ 一方程式で近似で き る 。 そ し て， こ の解 曲 線 か ら 判断す る と ， ス テ ィッ ク 部 の 無 い振動 の
存在 を 説明 し う る 可能性があ る 。
(1988年 10月 31臼受理)
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